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Résumé
Soit n un entier positif. Nous disons qu’un groupe G satisfait la condition E(n), si chaque ensemble
de n + 1 éléments de G contient une paire {x, y} telle que [x,k y] = 1, pour un entier positif k =
k(x, y). Dans cet article, nous étudions les groupes G satisfaisant cette condition. En particulier, si




, où Z∗(G) est l’hypercentre de G.
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Abstract
Let n be a positive integer. We say that a group G satisfies the condition E(n), if every set of n+ 1
elements of G contains a pair {x, y} such that [x,k y] = 1, for some positive integer k. In this paper,
we study finite groups G satisfying this condition. In particular, if G is a finitely generated soluble
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Les notations rappelées ici sont classiques : si x et y sont deux éléments d’un groupe,
on pose [x, y] = x−1y−1xy = x−1xy . Plus généralement, k étant un entier non négatif,
on définit [x,k y] par [x,0 y] = x et [x,(k+1) y] = [[x,k y], y]. Si G est un groupe, on note
Z∗(G) l’hypercentre de G. Soit n un entier positif. Nous disons qu’un groupe G satisfait
la condition E(n) si chaque ensemble de n + 1 éléments de G contient une paire {x, y}
telle que [x,k y] = 1, pour un certain k = k(x, y) ∈ N. Ici, nous étudions les groupes satis-
faisant cette condition. Nous disons qu’un groupe G satisfait la condition (N , n) si chaque
ensemble de n+ 1 éléments de G contient une paire {x, y} telle que le sous-groupe 〈x, y〉
soit nilpotent. Dans [13], Tomkinson a prouvé que si G est un groupe résoluble de type
fini satisfaisant la condition (N , n), alors | G
Z∗(G) | nn
4
. Dans [11], Longobardi et Maj ont
introduit la classe E(∞) des groupes G tels que chaque ensemble infini d’éléments de G
contient une paire {x, y} vérifiant [x,k y] = 1, pour un entier positif k = k(x, y). Elles ont
prouvé que si un groupe G résoluble de type fini satisfait la condition E(∞), alors il est
extension d’un groupe fini par un groupe nilpotent ; ceci entraîne que l’hypercentre Z∗(G)
de G est d’indice fini dans G (voir 1.5 de [8]) et si |G : Z∗(G)| = n, alors G satisfait la
condition E(n). Il est clair que (N , n) ⊂ E(n) ⊂ E(∞). Ici, nous prouvons que :






Si x est un nombre réel, on note x	 le plus grand entier inférieur ou égal à x . Nous
prouvons aussi que :





où S est le plus grand sous-groupe normal résoluble de G, Fitt(G) le sous-groupe de
Fitting de G et c est une constante.
Dans [1], il est prouvé qu’un groupe fini G satisfaisant la condition E(n) est nilpotent
si n 2, résoluble si n 15. Comme le groupe alterné A5 satisfait la condition E(16) et le
groupe symétrique S3 satisfait la condition E(3), ces bornes ne peuvent pas être améliorées.
Dans [5], Endimioni a prouvé qu’un groupe fini G satisfaisant la condition (N , n) est
nilpotent si n 3, résoluble si n 20. Le groupe alterné A5 satisfait la condition (N ,21)
et le groupe symétrique S3 satisfait la condition (N ,3). Si K est un groupe et n un entier
positif, on note Hol(K) l’holomorphe de K , Cn le groupe cyclique d’ordre n et Z(K) le
centre de K . Ici, nous prouvons
Proposition 1.3. Soit G un groupe fini non trivial satisfaisant la condition E(15). Si
Z(G) = 1, alors G est isomorphe à un sous-groupe de l’un des groupes suivants :
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(2) Hol(C5)× Hol(C3).
(3) 〈x, a, b, c | x7 = a2 = b2 = c2 = [a, c] = [b, c] = [a, b] = 1, [x, a] = ab, [x, b] =
bc, [x, c] = a〉.
(4) Un {2,3}-groupe.
Proposition 1.4. Soit G un groupe fini non nilpotent. Alors, G ∈ E(3) si, et seulement
si, G
Z∗(G)
∼= S3 ; et G ∈ E(4)\E(3) si, et seulement si, GZ∗(G) est isomorphe au groupe al-
terné A4.
Nous obtenons aussi une caractérisation du groupe alterné A5.
Théorème 1.5. Un groupe fini simple non abélien satisfaisant la condition E(16) est iso-
morphe au groupe alterné A5.
2. Groupes résolubles de type fini satisfaisant la condition E(n)
Dans cette section, nous prouvons le Théorème 1.1. Si X est un sous-ensemble non
vide d’un groupe G et H un sous-groupe de G, on note CH (X) le centralisateur de X
dans H , et NH(X) le normalisateur de X dans H . Si X = {x1, . . . , xn}, on définit CH (X) =
CH (x1, . . . , xn). Nous commençons par un résultat qui est peut-être bien connu.
Lemme 2.1. Soient n un entier positif, G un groupe et H un sous-groupe de G sans élé-
ments (autre que 1) d’ordre fini divisant n. Si h ∈ H et x est un élément du normalisateur
de H dans G tel que [h,xn] = 1 et [h,k x] = 1 pour un certain k = k(x,h) ∈ N, alors
[h,x] = 1.
Démonstration. Soit k le plus petit entier vérifiant [h,k x] = 1. Supposons k  2. Notons
que xn ∈ CG(x,h), donc [[h,(k−2) x], xn] = 1 et en utilisant les identités classiques sur les
commutateurs, on peut écrire 1 = [[h,(k−2) x], xn] = [h,(k−1) x]nz ; le facteur z est dans
la clôture normale de [[h,(k−1) x], x] = 1, donc z = 1. Le commutateur [h,(k−1) x] dont
l’ordre divise n est dans H ; on en déduit qu’il est égal à 1, ce qui est contradictoire avec
l’hypothèse selon laquelle k est le plus petit entier tel que [h,k x] = 1. 
Lemme 2.2. Soient G un groupe fini satisfaisant la condition E(n), Q un Π -sous-groupe
de G (Π étant un ensemble des nombres premiers) et x un Π ′-élément de NG(Q). Alors,
|Q : CQ(x)| n.
Démonstration. Soit |Q : CQ(x)| = k, donc il existe k éléments y1, . . . , yk dans Q tels
que yiy−1j /∈ CQ(x), pour i = j . Considérons l’ensemble des k éléments {xy1, . . . , xyk}.
Supposons k > n ; il existe alors deux entiers différents i, j ∈ {1, . . . , k} tels que
[xyi ,t xyj ] = 1, pour un certain t∈N, et donc [xyiy
−1
j ,t x] = 1. D’où [[x, yiy−1j ],(t−1) x] = 1.
D’après le Lemme 2.1, [[x, yiy−1], x] = 1, et ainsi [[yiy−1, x], x] = 1. Encore d’après lej j
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suite, k  n. 
Si L et M sont deux sous-groupes d’un groupe G, on pose [L,M] = 〈[x, y] | x ∈
L et y ∈ M〉. Plus généralement, k étant un entier non négatif, on définit [L,k M] par
[L,0 M] = L et [L,(k+1) M] = [[L,k M],M]. Aussi si x est un élément de G, on définit
[L,x] par 〈[a, x] | a ∈L〉.
Lemme 2.3. Soit G une extension d’un p-groupe abélien élémentaire R = 1 par un p′-
sous-groupe abélien X = 1 tels que X opère fidèlement sur R et R = [R,X]. Si G satisfait
la condition E(n), alors |X| n− 1 et |R| n2.
Démonstration. Par le théorème de Maschke, R se décompose en un produit direct de
sous-groupes Ri (i = 1, . . . , k) qui sont X-invariants et qui ne sont pas produit direct de
sous-groupes propres X-invariants. Soit Ci := CX(Ri), i = 1, . . . , k. Notons que pour
chaque x ∈ X et i ∈ {1, . . . , k}, on a [Ri, x] = 1 ou [Ri, x] = Ri . S’il existe un élé-
ment x ∈ X tel que [Ri, x] = Ri pour chaque i ∈ {1, . . . , k}, alors R = [R,x] et donc
|R| n d’après le Lemme 2.2. Il résulte du Lemme 3.6(ii) de [13] que |X| n− 1. D’où
on peut supposer X = ⋃ki=1 Ci . Considérons une union V = ⋃i∈I Ci (I ⊂ {1, . . . , k})
qui est maximale dans le sens : X = V ∪ Cj = V pour tout j /∈ I . Si y ∈ X\V , alors
|〈Ri | i ∈ I 〉| = |[R,y]|  n et y ∈ ⋂i /∈I Ci = D et donc V ∪ D = X. Puisque X opère
fidèlement sur R, nous avons (
⋂
i∈I Ci) ∩ D = 1. Par [7], on a aussi
⋂
i∈I Ci ⊆ D. Il en
résulte que
⋂
i∈I Ci = 1. D’où CX(T ) = 1 et |T | n, où T = 〈Ri | i ∈ I 〉, et il résulte du









(Ici « dim » s’applique à des p-groupes abéliens élémentaires que l’on considère comme
espaces vectoriels sur le corps fini d’ordre p.) Si bien qu’il existe un élément x ∈ X tel que
dimCR(x) 12 dimR. Mais R = [R,x] ×CR(x) et par le Lemme 2.2, |[R,x]| n. Il en
résulte que |CR(x)| |[R,x]| et donc |R| n2. 
Remarque 2.4. Notons que si, dans le Lemme 2.3, X est cyclique, alors la démonstration
du lemme implique |R| n.
Si H et K sont deux groupes, on note H K un groupe G qui admet deux sous-groupes
H1 et K1 tels que H1 ∼= H , K1 ∼= K , H1 ∩ K1 = 1, G = H1K1 et H1  G. Si G est un
groupe, nous noterons Aut(G) le groupe de tous les automorphismes de G.
Lemme 2.5. Supposons que, dans le Lemme 2.3, R soit un p-groupe tel que p  n < p2.
Alors R  X est isomorphe à Cp  Ct , où t est un entier strictement supérieur à 1 et
divisant p − 1.
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p  n < p2, on a |R| = p et |X| divise p − 1. Maintenant on montre que X est cyclique.
D’après la démonstration du Lemme 2.3, X est isomorphe à un sous-groupe de Aut(T ), où
T est un sous-groupe de R tel que |T | n, donc |T | = p. Alors Aut(T ) est cyclique, ce
qui entraîne que X est cyclique. 
Lemme 2.6. Supposons que, dans le Lemme 2.3, n 15. Alors RX est isomorphe à l’un
des groupes suivants :
(1) Cp  Ct où p ∈ {5,7,11,13} et t est un entier strictement supérieur à 1 et divisant
p − 1 ;
(2) (C2 × C2) C3 ou (C2 × C2 × C2) C7 ;
(3) C3  C2, (C3 × C3) C2, (C3 × C3) C4, (C3 ×C3) (C2 ×C2), (C3 ×C3) C8
ou (C3 × C3 × C3) (C2 × C2).
Démonstration. Par le Lemme 2.3, on a |X|  n − 1  14 et |X| divise |Aut(R)|. Si p
divise l’ordre de R alors, par le Lemme 2.2, p  15. Ainsi p ∈ {2,3,5,7,11,13}. Soit
p ∈ {5,7,11,13}. D’après le Lemme 2.3, on a |R| = p, et donc X est un groupe cyclique
et |X| divise p − 1.
Maintenant supposons p = 2. D’après la démonstration du Lemme 2.3, X est cyclique
ou bien X est un 2′-sous-groupe abélien de Aut(T ), où T est un 2-groupe abélien élémen-
taire d’ordre divisant 8. Mais dans ce cas, chaque 2′-sous-groupe abélien de Aut(T ) est
cyclique et donc, d’après la Remarque 2.4, |R| ∈ {2,4,8}. Si |R| = 2 alors |X| = 1, ce qui
est impossible. Si |R| = 4 alors |X| = 3, et si |R| = 8 alors |X| = 3 ou |X| = 7. Mais il est
facile de voir que le cas où |R| = 8 et |X| = 3 n’est pas possible.
Soit p = 3. D’après la démonstration du Lemme 2.3, X est cyclique ou X est un 3′-sous-
groupe abélien de Aut(T ), où T est un 3-groupe abélien élémentaire d’ordre divisant 9. Si
|T | = 3 alors |X| = 2, et si |T | = 9 alors X est un groupe cyclique d’ordre 2, 4 ou 8 ou bien
un groupe abélien élémentaire d’ordre 4. Si X est cyclique, le Lemme 2.3 implique |R| ∈
{3,9}. Alors dans ce cas, RX est isomorphe à C3 C2, (C3 ×C3)C2, (C3 ×C3)C4
ou (C3 × C3) C8. Donc il reste à considérer le cas où |R| ∈ {9,27,81} et X ∼= C2 × C2.
Supposons que |R| = 81. D’après la démonstration et les notations du Lemme 2.3, on
a X = ⋃ki=1 CX(Ri). Il est clair que k > 2 et puisque |Ri |  3, on a k  4. Si k = 3,
alors on peut supposer |R1| = 9 et |R2| = |R3| = 3. Mais 1 < CX(Ri) < X pour chaque
i ∈ {1,2,3}. Donc il existe un élément x ∈ X tel que x /∈ R1 ∪ R2. D’où CR(x) = R3, et
on a |R : CR(x)| = 27 > 15, ce qui est contradictoire, d’après le Lemme 2.2. Si k = 4,
alors |Ri | = 3 pour chaque i ∈ {1,2,3,4}. Puisque X a seulement 4 sous-groupes propres,
il existe un élément x ∈ X tel que x /∈⋃4i =j,i=1 Ri , pour un j ∈ {1,2,3,4}. D’où CR(x) =
Rj et on a |R : CR(x)| = 27, ce qui est contradictoire (puisque d’après le Lemme 2.2,
|R : CR(x)| 15). Ainsi |R| = 9 ou bien 27, ce qui achève la démonstration du lemme. 
Si p est un nombre premier et G un groupe fini, on note Op(G) le plus petit sous-groupe
normal K de G tel que G/K soit un p-groupe.
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divisant |G| tel que p > n. Si Q = Op(G) et si P un p-sous-groupe de Sylow de G, alors
G = P ×Q.
Démonstration. Supposons qu’il existe un élément x de P tel que x /∈ CG(Q). Notons
que d’après le Corollaire 2.3 de [1], Q est un p′-sous-groupe de G de sorte que P ∩Q = 1
et G = QP . Considérons le sous-groupe K = 〈x〉Q. Alors, 〈x〉 est un p-sous-groupe de
Sylow de K et puisque x /∈CG(Q), |K : NK(〈x〉)| >p. Mais NK(〈x〉) = 〈x〉CQ(x), d’où∣∣K : NK(〈x〉)∣∣= ∣∣〈x〉Q : 〈x〉CQ(x)∣∣= ∣∣Q : CQ(x)∣∣.
Maintenant le Lemme 2.2 implique |Q : CQ(x)|  n, ce qui est contradictoire avec la
relation p > n. 
Si n est un entier positif, nous noterons Πn l’ensemble des nombres premiers p tels que
p  n.
Corollaire 2.8. Si G est un groupe fini satisfaisant la condition E(n), alors :
(i) L’ensemble des Πn-éléments de G est un sous-groupe D de G.
(ii) L’ensemble des Π ′n-éléments de G est un sous-groupe nilpotent M de G. En particu-
lier, G = D ×M .
(iii) Si Z(G) = 1, alors G est un Πn-groupe.
Démonstration. (i) Voir le Corollaire 2.3 de [1].
(ii) D’après le Lemme 2.2 de [1], G est p-nilpotent pour tout premier p > n, donc D
possède un complément nilpotent M , puisque G/D = MD/D ∼= M/(M ∩D) ∼= M . Par le
Lemme 2.7, G est le produit de ces deux sous-groupes, G = D ×M .
(iii) Résulte de la partie (ii). 
Si p est un nombre premier et G est un groupe fini, on note Op(G) le p-sous-groupe
engendré par tous les p-sous-groupes normaux de G, et Op′(G) le sous-groupe engen-
dré par tous les p′-sous-groupes normaux de G. Nous noterons Φ(G) le sous-groupe de
Frattini de G.
Lemme 2.9. Soit G un groupe résoluble non nilpotent fini satisfaisant la condition E(n).
Supposons que Op′(G) = 1, pour un nombre premier p divisant |G|. Si G˜ = G/Z∗(G),
alors
(a) |G˜| n 132 log2 n.
(b) Si p  n < p2 alors G˜ ∼= Cp  Ct , où t est un entier positif strictement supérieur à 1
et divisant p − 1. En particulier, |G˜| n2.
(c) Si n 15 et p = 2, alors
(1) G˜ ∼= 〈x, a, b, c | x7 = a2 = b2 = c2 = [a, c] = [b, c] = [a, b] = 1, [x, a] =
ab, [x, b] = bc, [x, c] = a〉.
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(d) Si n 15 et p = 3, alors G˜ est un {2,3}-groupe à centre trivial tel que O3′(G˜) = 1. Si
n 4 alors G˜ ∼= S3.
Démonstration. (a) Puisque Op′(G) = 1, le sous-groupe de Fitting de G est égal à
Op(G) = P et G/P opère fidèlement sur P = P/Φ(P) (voir [6, Théorème 6.3.4]). No-
tons que Z∗(G) P . Maintenant P est un p-sous-groupe normal abélien élémentaire de
G = G/Φ(P), P = Op(G) et CG(P ) = P . Soit Q/P le socle de G/P de sorte que Q/P
est un p′-sous-groupe. Nous pouvons écrire Q = PX, où X est un p′-sous-groupe abélien
de Q. Soit R := [P ,Q] de sorte que P := R ×CP (Q). Si C := CG(R), alors C ∩Q cen-
tralise P et donc C ∩Q = P . Il en résulte que CG(R) = P et donc G/P opère fidèlement
sur R. Maintenant R et X satisfont les conditions du Lemme 2.3 et donc |R|  n2. On a
aussi :
(1) G/P opère fidèlement sur R. Il s’ensuit par le Lemme 3.6(iv) de [13] que |G/P | 
n1+2 log2 n.
(2) Soit T un p′-sous-groupe de Hall de sorte que T est un p′-groupe résoluble opérant
fidèlement sur R. Il s’ensuit par le Lemme 3.6(iii) de [13] que |T |  12n9/2 et T est
engendré par  92 log2 n − 1	 éléments. Notons que CP (T )  Z∗(G) car si S est un
p-sous-groupe de Sylow de G, alors G = ST et [CP (T ),k G] = [CP (T ),k S] = 1,
pour un entier positif k. Si T est engendré par d éléments, alors
∣∣PZ∗(G)/Z∗(G)∣∣ ∣∣P : CP (T )∣∣ nd,
d’après le Lemme 2.2. En particulier, |PZ∗(G)/Z∗(G)| n 92 log2 n−1.
D’après ce qui précède, il est facile de voir que |G˜| n 132 log2 n.
(b) Soient P˜ = PZ∗(G)/Z∗(G) = P/Z∗(G) et T˜ = T Z∗(G)/Z∗(G). D’après le
Lemme 2.2 de [1], p  n, puisque G n’est pas nilpotent. Maintenant supposons que
p  n < p2. Il s’ensuit, d’après le Lemme 2.5, que |R| = p. Puisque G/P ∼= G˜/P˜ est
un p′-sous-groupe, T˜ ∼= G˜/P˜ est un groupe cyclique d’ordre p− 1 et |P˜ | = p. D’où G˜ est
isomorphe à Cp  Ct , où t est un entier positif strictement supérieur à 1 et divisant p − 1.
(c) Si p = 2 alors R ∼= C2 × C2 ou C2 × C2 × C2. D’après le Lemme 2.6, T est iso-
morphe à C3 ou C7. Ainsi |P˜ | ∈ {2,4,8}. D’où G˜ est un {2,3}-groupe ou un {2,7}-groupe.
Maintenant supposons que G˜ est un {2,7}-groupe. Il s’ensuit que G˜/P˜ est isomorphe à un
{2,3}-sous-groupe de GL3(2), le groupe linéaire général de degré 3 sur le corps d’ordre 2.
Mais chaque {2,7}-sous-groupe de GL3(2) dont l’ordre est divisible par 7 est un groupe
cyclique d’ordre 7. Ainsi |G˜| ∈ {14,28,56}. Puisque Z(G˜) = 1 et 1 = O2(G˜) est un
2-sous-groupe de Sylow, il est facile de voir que G˜ est isomorphe à
〈
x, a, b, c
∣∣ x7 = a2 = b2 = c2 = [a, c] = [b, c] = [a, b] = 1, [x, a] = ab,
[x, b] = bc, [x, c] = a〉.
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{2,3}-sous-groupe de GL3(2) tel que O2(K) = 1. Il en résulte que |K| ∈ {3,6} et donc
|G˜| ∈ {12,24,48}. Maintenant puisque Z(G˜) = O2′(G˜) = 1, il est facile de voir que G˜ est
isomorphe au groupe alterné A4 ou bien G˜ est isomorphe à S4.
(d) Si p = 3 alors R ∼= C3 ou C3 ×C3 ou C3 ×C3 ×C3. Mais T est un 3′-sous-groupe
résoluble de Aut(R). Si |R| ∈ {3,9} alors Aut(R) est un {2,3}-groupe donc G˜ est un {2,3}-
groupe. Notons que si n  4 alors |R| = 3, |T | = 2 et |G˜/P˜ | = 2. Mais |P˜ |  4 et donc
|P˜ | = 3. D’où G˜ ∼= S3. Si |R| = 27 alors Aut(R) ∼= GL3(3), le groupe linéaire général de
degré 3 sur le corps d’ordre 3. Supposons que G˜ n’est pas un {2,3}-groupe, il s’ensuit que
T est un groupe cyclique d’ordre 13 ou 26 (notons que ces groupes sont les seuls {2,13}-
sous-groupes de GL3(3)). Mais l’ordre de R divise celui de P˜ et |P˜ | |P : CP (T )| 15
ce qui est contradictoire (puisque |R| = 27 et |R| |P˜ | 15) et achève la démonstration
du lemme. 
Lemme 2.10. Soit G un groupe résoluble fini à centre trivial satisfaisant la condition
E(n). Supposons que p,q soient deux nombres premiers distincts divisant l’ordre de G
et tels que r  n < r2 pour r ∈ {p,q}. Alors G = Hp ou bien G = Hq , où, pour chaque




Démonstration. Supposons que G = Hp et G = Hq . Il s’ensuit, d’après le Lemme 2.9,
que G/Hp ∼= Cp  Ct et G/Hq ∼= Cq  Cr , où t > 1 et r > 1 sont deux entiers divisant
p − 1 et q − 1, respectivement. Puisque p = q , on en déduit que Hp = Hq . Si Hp < Hq ,
alors G/Hq est abélien. Puisque le centre de G/Hq est trivial, on a G = Hq et pour une rai-
son similaire, si Hq < Hp, on a Hp = G. D’où Hp  Hq et Hq  Hq . Supposons p > q .
Puisque G = G/(Hp ∩ Hq) est isomorphe à un sous-groupe de G/Hp × G/Hq et les
centres de ces groupes quotients sont triviaux, on a Z(G) = 1. Supposons que G˜ soit
l’image de G dans le groupe G/Hp ×G/Hq . Donc G˜ a un p-sous-groupe de Sylow nor-
mal P . Notons que |P | = p. Soit H un p′-sous-groupe de Hall de G˜ et K = CH (P). Donc
H/K est un groupe cyclique non trivial d’ordre divisant p − 1 et K  G˜. Supposons que
H = K〈(a, b)〉, où (a, b) ∈ G˜ G/Hp × G/Hq et P = 〈(g,1)〉, où g ∈ G/Hp . Puisque
(a, b) ne commute pas avec (g,1), on a
pgcd
(|a|, |g|)= 1. (I)
Donc CP ((a, b)) = 1. Il est facile de voir que K  G˜ ∩ (1 × G/Hq), puisque G/Hp ∼=
Cp  Ct et K = CH (P). Mais G/Hq est un facteur de G˜, donc q divise l’ordre de K et
donc K a un q-sous-groupe de Sylow normal Q engendré par un élément x ∈ G/Hq . Ainsi
Q G˜. Si [Q,(1, b)] = 1, alors Q Z(G˜) = 1, ce qui est contradictoire (puisque Q = 1),
donc CQ((1, b)) = 1, puisque 〈Q,(1, b)〉 est isomorphe à un sous-groupe non abélien de
Cq  Cr . Notons que
pgcd
(|b|, q)= 1. (II)
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(a, b)(g
i,xj )
∣∣ i = 0,1, . . . , p − 1, j = 0,1, . . . , q − 1}.
Puisque G satisfait la condition E(n), il existe deux paires distinctes (i, j) et (i ′, j ′)




)] = 1, pour un entier positif k. D’où [agi ,k agi
′ ] = 1
et [bxj ,k bxj
′ ] = 1. Maintenant comme dans la démonstration du Lemme 2.2, puisque
(i, j) = (i ′, j ′), on a [b, x] = 1 ou bien [a,g] = 1, d’où une contradiction (d’après (I)
ou bien (II)) qui achève la démonstration du lemme. 
Maintenant nous sommes prêts à prouver le Théorème 1.1.
Démonstration du Théorème 1.1. Soit G := G
Z∗(G) . D’après le Théorème 1 de [11], G




, où p est un nombre premier divisant |G|.
D’après le Corollaire 2.8, G est un Πn-groupe. Puisque G est fini, il existe un entier positif





















p∈Πn Hp  Z
∗(G) = 1. Supposons que Σ = {p ∈ Πn | p2 > n} et Γ =
Πn − Σ . D’après le Lemme 2.10, il existe un sous-ensemble Λ de Σ tel que |Λ|  1
et
⋂
p∈Γ ∪ΛHp = 1. D’où |G|
∏
p∈Γ ∪Λ |G/Hp| et d’après le Lemme 2.9, on a
∣∣G∣∣ nπ(√n)( 132 log2 n) · n2,
où π(
√
n) est le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux à
√
n. D’après le Théo-









lnn . Il s’ensuit que
∣∣G∣∣ n12 √nlnn ( 132 log2 n)+2.
Maintenant il est facile de voir que |G| n113√n+2 ; ce qui achève la démonstration. 
Démonstration de la Proposition 1.3. (La démonstration suivante fait à plusieurs reprises
appel au Lemme 3.1 qui ne sera établi qu’au Section 3 ; le lecteur pourra se convaincre qu’il
n’y a pas là de cercle vicieux, la preuve de ce lemme n’utilisant pas la Proposition 1.3.)
Puisque G satisfait la condition E(15), G est résoluble (voir [1, Théorème 1.2]). D’après
la démonstration du Théorème 1.1,
⋂
p∈Π Hp = 1. Mais le Lemme 2.10 implique que15
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à un sous-groupe de G/H2 × G/H3 × G/Hp. D’après la démonstration du Lemme 2.9,
G/H2 est un {2,3}-groupe ou est isomorphe à E8  C7 (E8 = C2 × C2 × C2). Supposons
G/H2 est isomorphe à E8  C7. D’après le Lemme 2.9, G/H3 est un {2,3}-groupe, ce qui
implique H3  H2. Notons que G/H2 a un sous-groupe isomorphe à E8 et que c’est le
seul sous-groupe normal non trivial et propre de G/H2. Mais, d’après le Lemme 2.9, 7 ne
divise pas l’ordre de G/H3, donc G/(H2 ∩ H3) ∼= K × G/H2, où K est un sous-groupe
de G/H3. Puisque Z( GH2∩H3 ) = 1, on a Z(K) = 1. Si K est non trivial, alors K est un
groupe non nilpotent, et donc K ne satisfait pas la condition E(2), d’après le Théorème 1.1
de [1]. Mais aussi G/H2 ne satisfait pas la condition E(7), donc le Lemme 3.1 montre que
G/(H2 ∩H3) ne satisfait pas la condition E(23), ce qui est contradictoire avec l’hypothèse
selon laquelle G satisfait la condition E(15). Ainsi K = 1, d’où H2 H3 et H2 ∩Hp = 1.
Puisque, d’après le Lemme 2.9, G/Hp est isomorphe à un sous-groupe de Hol(Cp) et
|G/H2| = 56, on a Hp  H2. Supposons que H2  Hp. Puisque H2  HpH2  G,
G = H2Hp ou |H2Hp/H2| = 8. Si |H2Hp/H2| = 8, alors |G/H2Hp| = 7. Il en résulte
que p = 7 et |H2Hp/Hp| divise 6. Mais H2Hp/Hp  G/Hp et aussi G/Hp admet un
sous-groupe normal d’ordre 7. Ainsi G/Hp est abélien, et il en résulte que G = Hp , ce
qui est contradictoire avec la relation H2  Hp. Alors G = H2Hp et G/(H2 ∩ Hp) ∼=
G/H2 ×G/Hp. D’après le Lemme 3.1, G/(H2 ∩ Hp) ne satisfait pas la condition E(15),
ce qui est contradictoire avec l’hypothèse selon laquelle G satisfait la condition E(15). Par
suite, H2 Hp et H2 = H2 ∩Hp = 1. Alors G ∼= G/H2 ∼= E8  C7.
Supposons que G/H2 est un {2,3}-groupe. Si H2  Hp ou H3  Hp alors G est iso-
morphe à un sous-groupe de G/H2×G/H3 qui est, d’après le Lemme 2.9, un {2,3}-groupe
et donc G est un {2,3}-groupe. Maintenant supposons que H2  Hp et H3  Hp . Suppo-
sons que Hp  H2. Considérons G l’image du monomorphisme de G/(H2 ∩ Hp) dans
G/H2 × G/Hp qui à g(H2 ∩ Hp) associe (gH2, gHp). D’après le Lemme 2.9, G/H2
contient un sous-groupe normal unique d’ordre 4 et il n’admet aucun élément d’ordre 6,
aussi G/Hp contient un sous-groupe normal unique d’ordre p. Il en résulte qu’il existe
des sous-groupes normaux K et M dans G et un élément (x, y) ∈ G tels que |x| = 3,
(|y|,p) = 1, |K| = 4, |M| = p, CK((x, y))= 1, CM((x, y))= 1. Maintenant considérons
l’ensemble {(x, y)(g,h) | (g,h) ∈ K × M}. Comme ci-dessus, on peut obtenir une contra-
diction. Il en résulte que Hp  H2, et G est donc un sous-groupe de G/H3 × G/Hp . Si
Hp  H3 alors G est isomorphe à un sous-groupe de Hol(Cp), d’après le Lemme 2.9. Si
bien que l’on peut supposer que Hp  H3. Soit φ(G) = G˜ où φ :G →G/H3 ×G/Hp avec
la loi φ(g) = (gH3, gHp) pour chaque g ∈ G. Il existe un élément φ(g) = (gH3, gHp)
tel que R = 〈φ(g)〉 soit le seul p-sous-groupe de Sylow de G˜ d’ordre p. Supposons que
K = CH (R), où H est un p′-sous-groupe de Hall de G˜. Alors K  G˜ et il est facile
de voir que K est aussi normal dans G/H3 × G/Hp. Puisque R ne commute pas avec
un élément de la forme (xH3, xHp), où (1, xHp) /∈ R, on a K  G/H3 × 1. On note
que H/K est un groupe cyclique tel que |H/K| divise p − 1. Puisque p ∈ {5,7,11,13},
|H/K| divise 12 (le cas où p = 11 et |H/K| = 10 n’est pas possible, puisque dans ce
cas, G˜ a un sous-groupe isomorphe à T = G/H3 × (C11  C5). Alors T satisfait la condi-
tion E(15), ce qui d’après le Lemme 3.1, implique que G/H3 est nilpotent (noter que
C11  C5 ne satisfait pas la condition E(10)). Mais Z(G/H3) = 1, donc G = H3, ce qui
est contradictoire avec la relation Hp  H3). Supposons que H/K = 〈(aH3, aHp)K〉, où
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Notons que G est 2-nilpotent, puisque Hp H2, donc H2/Hp est un sous-groupe normal
de G/Hp. Mais H2 = Hp, puisque G/H2 est un {2,3}-groupe et G/Hp est un groupe dont
l’ordre est divisible par p. D’où G/H2 est cyclique et on sait que Z(G/H2) = 1, donc
G = H2. Supposons x = (aH3, aHp) = x1x2, où [x1, x2] = 1, x1 est un 2-élément et x2
est un 3-élément. Par hypothèse x2 = 1. Puisque G˜ est 2-nilpotent, on a O2′(G˜) = 〈R,x2〉.
Il s’ensuit que CK(O2′(G˜)) = CK(x2) G˜. Ainsi CK(x2) Z∗(G˜) et donc CK(x2) = 1.
Mais |RK : CRK(x2)|  15, donc |K| = |K : CK(x2)|  2. D’où K = 1, puisque K 
Z(G˜) = 1. Il en résulte que G est isomorphe à un sous-groupe de Hol(Cp). Maintenant
supposons que 3 divise |K|. Nous prouvons que 3 ne divise pas l’ordre de xK . Suppo-
sons que 3 divise |xK|. Puisque G˜ est 2-nilpotent, G/H3 × 1 est aussi 2-nilpotent et
donc K a un 3-sous-groupe de Sylow normal P . Si P1 est un 3-sous-groupe de Sylow
de G/H3 × G/Hp, alors T = Z(P1) ∩ P = 1. Puisque Z(G˜) = 1, il existe un 2-élément
y = (bH3, bHp) tel que |T : CT (y)| 3. Si (1, bHp) /∈R alors |R : CR(y)| = p, ce qui im-
plique 15 |RT : CRT (y)| 3p. Il en résulte que p = 5, ce qui est contradictoire, puisque
3 ne divise pas 5 − 1 = 4. Donc (1, bHp) ∈ R et puisque y est un 2-élément, bHp = Hp.
Maintenant puisque 3 divise |xK|, on a
CR(t) = 1, (1)
où t = (a2nH3, a2nHp) et |x| = 2n3m (n,m sont des entiers non négatifs). Il existe un
sous-ensemble {zi = (aiH3,Hp) | i = 1, . . . , r} de T tel que |T : CT (y)| = r  3 et
ziz
−1
j /∈ CT (y), (2)
pour i = j . Considérons l’ensemble
X := {(ty)ziφ(gl) ∣∣ i = 1, . . . , r, l = 1, . . . , p}.
Puisque G˜ ∈ E(15) et |X| > 15 (on note que p > 5), il existe deux éléments distincts
v = (ty)ziφ(gl) et w = (ty)zj φ(gk) tels que [v,f w] = 1 pour un entier positif f . Il en résulte
que ziz−1j ∈CT (y) et φ(gl−k) ∈CR(t), ce qui est contradictoire avec la relation (1) ou (2).
Par suite |xK| divise 4 ; donc P est un 3-sous-groupe de Sylow de G˜. Maintenant nous
prouvons que p = 5. Puisque P  Z∗(G˜), il existe un 2-élément c = (bH3, bHp) tel que
|P : CP (c)| 3. Si (1, aHp) /∈ R alors CR(c) = 1, et donc 15 |RP : CRP (c)| 3p, ce
qui donne p = 5. Alors supposons que P commute avec tous les 2-éléments (uH3, uHp)
tels que (1, uHp) /∈ R. Ainsi il existe un 2-élément t = (zH3, zHp) tel que zHp = Hp
et |P : CP (t)|  3. Maintenant si p > 5 alors, comme ci-dessus, on peut arriver à une




∣∣ i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , r},
où |P : CP (t)| = r  3 et {ti | i = 1, . . . , r} ⊂ P tels que ti t−1j /∈ CP (t) pour i = j . Avec
les mêmes arguments, on peut dire, nous devons avoir |P : CP (s)| 3 pour chaque 2-élém-
ent s. Il en résulte que Φ(P) CP (Q), pour un 2-sous-groupe de Sylow Q de G˜ et donc
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de Sylow de G/H3, P est abélien élémentaire et |P : CP (s)| 3, pour chaque 2-élément s
de G/H3. Il en résulte que G/H3 ∼= S3. Par contre G/Hp est isomorphe à un sous-groupe
de Hol(Cp) et alors G est isomorphe à un sous-groupe de Hol(C3) × Hol(C5) ; ce qui
achève la démonstration. 
Démonstration de la Proposition 1.4. Nous suivons les notations du Théorème 1.1.
D’après la démonstration du Théorème 1.1, H2 ∩ H3 = 1. D’après le Lemme 2.9 on a
G = H2 ou G/H2 ∼= A4 et G = H3 ou G/H3 ∼= S3 (notons que G = G/Z∗(G) est un
groupe fini à centre trivial). D’où G est isomorphe à un sous-groupe de S3 × A4. Main-
tenant, en considérant les sous-groupes de S3 × A4 qui sont à centre trivial et satisfont
la condition E(4), il est facile de voir que G ∼= S3 ou A4. Réciproquement, supposons
que G/Z∗(G) ∼= S3. Soient x1, x2, x3, x4 ∈ G. Alors, puisque S3 satisfait la condition
E(3), il existe i, j ∈ {1,2,3,4} (i = j ), tels que [xi,k xj ] ∈ Z∗(G) pour un entier posi-
tif k. Ainsi [xi,k xj ] est un élément d’Engel à droite de G (voir [12, Théorème 12.3.7]).
D’où [[xi,k xj ],s xj ] = 1, pour un entier positif s, et donc [xi,k+s xj ] = 1. Avec une
démonstration similaire, on peut prouver que, si G/Z∗(G) ∼= A4 alors G ∈ E(4) (on
prouve seulement A4 ∈ E(4)). Notons que A4 est réunion de quatre 3-sous-groupes cy-
cliques de Sylow P1,P2,P3,P4 et d’un 2-sous-groupe de Sylow Q normal abélien. Soient
x1, x2, x3, x4, x5 ∈ A4. S’il existe i ∈ {1, . . . ,5} tel que xi ∈ Q, alors [[xj , xi], xi] = 1,
pour tout j ∈ {1, . . . ,5}. Il s’ensuit que l’on peut supposer que, pour tout i ∈ {1, . . . ,5},
xi /∈ Q. D’où il existe k, j (j = k) et i dans l’ensemble {1, . . . ,5} tels que xj , xk ∈ Pi . Donc
[xj , xk] = 1 et ainsi, dans chaque cas, il existe i, j (i = j ) tels que [[xj , xi], xi] = 1. 
Corollaire 2.11. Un groupe fini satisfaisant la condition E(3) est super-résoluble. A4 (qui
n’est pas super-résoluble) satisfait la condition E(4).
Démonstration. Soit G un groupe fini satisfaisant la condition E(3). D’après le Corol-
laire 2.8, G = H × K , où H est un {2,3}′-groupe nilpotent et K un {2,3}-groupe. Si K
est nilpotent, G est nilpotent. Donc nous pouvons supposer K est non nilpotent. D’après
le Théorème 1.4, K/Z∗(K) ∼= S3 et donc K est super-résoluble. Par suite, G est aussi
super-résoluble.
Notons que d’après le Théorème 1.4, A4 ∈ E(4) et il n’est pas super-résoluble. 
3. Groupes finis semi-simples satisfaisant la condition E(n)
Dans cette section, nous prouvons le Théorème 1.2. On dit qu’un groupe fini est semi-
simple s’il n’admet aucun sous-groupe normal abélien non trivial (on avertit le lecteur que
le mot « semi-simple » est habituellement employé dans un autre sens dans la littérature au
sujet des groupes simples finis ; pour plus d’information sur ces groupes dans notre sens,
voir [12, pp. 89–91]). Le lemme suivant montre que le nombre de facteurs d’un produit
direct de groupes qui satisfait la condition E(n) avec chaque facteur ne satisfaisant pas la
condition E(m), est borné par un entier positif ne dépendant que de n et m.
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tion E(ni) pour tout i ∈ {1, . . . , s}. Alors G1 ×· · ·×Gs ne satisfait pas la condition E(m),
où m = (n1 + 1) · · · (ns + 1)− 1.
Démonstration. Puisque Gi ne satisfait pas la condition E(ni), il existe un sous-ensemble
Xi de G tel que |Xi | = ni + 1 et pour chaque k ∈ N et x, y ∈ Xi (x = y) on a [x,k y] = 1.
Maintenant considérons l’ensemble X = X1 × · · · × Xs . Soient a, b ∈ X avec a = b. Si
a = (a1, . . . , as) et b = (b1, . . . , bs), alors il existe i ∈ {1, . . . , s} tel que ai = bi et nous
avons [ai,k bi] = 1 pour tout k ∈ N. Mais, on a
[a,k b] =
([a1,k b1], . . . , [as,k bs])
pour tout k ∈ N. Ainsi, [a,k b] = 1, pour tout k ∈ N. Ceci achève la démonstration du
lemme. 
Corollaire 3.2. Soient S1, . . . , Sk des groupes finis simples non abéliens. Alors S1 ×· · ·×Sk
ne satisfait pas la condition E(16k − 1).
Démonstration. Ceci résulte du Lemme 3.1 et du Théorème 1.2 de [1]. 
Maintenant, nous pouvons démontrer le Théorème 1.2.
Démonstration du Théorème 1.2. Soit G := G/S, donc G est un groupe semi-simple.
Soit R le CR-radical de centre trivial de G (voir page 89 de [12], pour la définition). Alors
R = S1 × · · ·× Sm où Si (i = 1, . . . ,m) sont des groupes finis simples non abéliens. Ainsi,
d’après le Corollaire 3.2, n > 16m − 1 et donc m log16(n+ 1)	. Soit c un nombre réel
positif tel que l’ordre de tout groupe fini simple non abélien satisfaisant la condition E(n)
soit inférieur ou égal à cn2 ; un tel nombre existe d’après le Théorème 2.4 de [1]. Donc
l’ordre de R est inférieur ou égal à cn2·log16(n+1)	. Notons que G opère sur {S1, . . . , Sm} ;
alors, si K est le noyau de cette action, G/K est isomorphe à un sous-groupe du groupe
symétrique Sm. Par contre, notons que le noyau de l’homomorphisme
φ :K → Aut(S1)× · · · × Aut(Sm)
qui associe (φ1g, . . . , φmg ) à chaque élément g ∈ K , où φig :Si → Si et φig(x) = xg pour
chaque élément x ∈ Si (i = 1, . . . ,m), est égal à CG(R). Mais d’après le Théorème 3.3.18
de [12], CG(R) = 1. Donc |K|
∏m
i=1 |Aut(Si)|. Puisque Si est un groupe fini simple, il
peut être engendré par deux éléments (voir [3, Théorème B]), d’où |Aut(Si)| |Si |2 pour
chaque i ∈ {1, . . . ,m}. Donc
|G| |R|2 ·m! c2n2·log16(n+1)	⌊log16(n+ 1)⌋!.
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Fitt(G), on obtient∣∣∣∣ GFitt(G)
∣∣∣∣
∣∣∣∣ GZ∗(S)
∣∣∣∣ n113√n+2c2n2·log16(n+1)	⌊log16(n+ 1)⌋!. 
4. Groupes finis satisfaisant la condition E(16)
Dans cette section, nous prouvons le Théorème 1.5. Si p est un nombre premier, nous
noterons vp(G) le nombre de p-sous-groupes de Sylow d’un groupe fini G.
Lemme 4.1. Soient G un groupe fini et p un nombre premier divisant l’ordre de G. On
suppose que pour toute paire de p-sous-groupes de Sylow de G, l’intersection est triviale.
Soient P et Q deux p-sous-groupes de Sylow différents de G. Si x ∈Q\{1} et si y ∈ Z(P)
est tel que |y| = p, alors [x,t y] = 1, pour tout entier positif t .
Démonstration. Supposons qu’il existe un entier positif t vérifiant [x,t y] = 1. Si k est
le plus petit entier tel que [x,k y] = 1, alors k  2. En effet, si k = 1, alors 〈x, y〉 est un
p-sous-groupe abélien et 〈x, y〉 P ∩ Q, ce qui est contradictoire, puisque 1 = 〈x, y〉 et
d’après l’hypothèse P ∩Q = 1. En utilisant les identités classiques sur les commutateurs,
on peut écrire 1 = [[x,(k−2) y], yp] = [x,(k−1) y]pz ; le facteur z est dans la clôture normale
de [[x,(k−1) y], y] = 1, donc z = 1. D’où w := [x,(k−1) y] est d’ordre p et [w,y] = 1.
Donc 〈w,y〉 est un p-sous-groupe de G. Ainsi 〈w,y〉  P . Mais, 〈w,y〉 = 〈yv, y〉, où
v := [x,(k−2) y]. Donc yv ∈ P et aussi yv ∈ Pv . Il en résulte que P = Pv , donc v ∈ NG(P).
Si k = 2, alors v = [x,0 y] = x et x ∈ NG(P). Par suite, 〈x〉P est un p-sous-groupe de G,
ce qui est contradictoire avec l’hypothèse selon laquelle x /∈ P . Donc on a k  3. Nous
pouvons écrire que
1 = [[x,(k−3) y], yp]= [[x,(k−3) y], yp−1][x,(k−2) y][[x,(k−2) y], yp−1]
et donc
1 = (vvy · · ·vy(p−2))v(wwy · · ·wy(p−2)). (∗)
Mais v ∈ NG(P) et w,y ∈ P , alors d’après (∗), vp ∈ P . Ainsi v est un p-élément de
G. Alors, 〈v〉P est un p-sous-groupe de G. Il en résulte que v ∈ P . Puisque y ∈ Z(P),
1 = [v, y] = [x,(k−1) y], ce qui est contradictoire avec la définition de k. 
Corollaire 4.2. Soient G un groupe fini satisfaisant la condition E(n) et p un nombre
premier divisant l’ordre de G tel que pour toute paire de p-sous-groupes de Sylow de G,
l’intersection est triviale. Alors vp(G) n.
Démonstration. Supposons que G contienne n + 1 p-sous-groupes de Sylow et soient
x1, . . . , xn+1, n + 1 éléments d’ordre p choisis respectivement dans les centres des n + 1
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certain t ∈ N, ce qui est contradictoire, d’après le Lemme 4.1, 
Maintenant, nous pouvons montrer le Théorème 1.5. Si n et m sont deux entiers positifs
et p un nombre premier, on note PSL(n,pm) le groupe linéaire spécial projectif de degré
n sur le corps fini d’ordre pm.
Démonstration du Théorème 1.5. D’après le Théorème 1.2 de [1], A5 satisfait la condi-
tion E(16). Supposons qu’il existe un groupe fini simple non abélien satisfaisant la condi-
tion E(16) non isomorphe à A5. Soit G un tel groupe d’ordre minimal. Ainsi chaque section
propre simple non abélienne de G est isomorphe à A5. Par conséquent, d’après la Proposi-
tion 3 de [4], G est isomorphe à l’un des groupes suivants :
(1) PSL(2,2p), p = 4 ou premier ; PSL(2,3p), PSL(2,5p), p premier ; PSL(2,p) p pre-
mier  7.
(2) PSL(3,3), PSL(3,5), PSU(3,4) (le groupe unitaire spécial projectif de degré 3 sur le
corps fini d’ordre 16).
(3) Sz(2p), p premier impair.
(1) Supposons que G soit isomorphe à l’un des groupes dans la liste (1). Pour tout nombre
premier p et pour tout entier n > 0, PSL(2,pn) possède pn + 1 p-sous-groupes de Sylow,
dont l’intersection deux à deux est triviale (pour une description des sous-groupes de Sylow
de PSL(2,pn), on pourra par exemple consulter le Chapitre II de [9]). Le Corollaire 4.2
permet donc de se limiter aux groupes PSL(2,8), PSL(2,9) et PSL(2,p) (p = 7,13).
Mais si un nombre premier impair r divise pn − 1 (respectivement pn + 1), les r-sous-
groupes de Sylow de PSL(2,pn) sont d’intersection deux à deux triviale et au nombre
de pn(pn + 1)/2 (respectivement pn(pn − 1)/2) (voir les Théorèmes 8.4 et 8.5 dans le
Chapitre II de [9]). En prenant r = 7 pour PSL(2,8), r = 5 pour PSL(2,9) et r = 3 pour
PSL(2,p) (p = 7,13), le Corollaire 4.2 montre que ces quatre groupes ne satisfont pas la
condition E(16).
(2) Supposons que G est isomorphe à l’un des groupes dans la liste (2). Si G ∼=
PSL(3,3), alors G est d’ordre 24 × 33 × 13. On a v13(G) = 1 + 13k (k > 0) et v13(G)
divise 24 × 33. Puisque 14 ne divise pas |G|, k > 1 et v13(G) > 26 > 16.
Si G ∼= PSL(3,5), alors G est d’ordre 25 × 3 × 53 × 31. Nous avons v31(G) = 1 + 31k
(k > 0), donc v31(G) > 31 > 16.
Soit G le groupe PSU(3,4) d’ordre 26 × 3 × 52 × 13 (voir [9, Chapitre II, Théo-
rème 10.12(d)] ; noter cependant que dans loc.cit., le groupe en question est désigné par
PSU(3,16)). Le nombre v13(G) = 1 + 13k (k > 0) divise 26 × 3 × 52, donc v13(G) >
26 > 16.
Le Corollaire 4.2 permet encore de conclure la liste (2).
(3) Supposons que l’on ait G ∼= Sz(2p), G est donc d’ordre 22p(2p − 1)(22p + 1) (où
p est un nombre premier impair). Les 2-sous-groupes de Sylow sont d’intersection deux à
deux triviale et leur nombre égal à 22p + 1 [10, Chapitre XI] donc ces groupes ne satisfont
pas la condition E(16) d’après le Corollaire 4.2. 
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